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Schubspannungsverteilung bei unterschiedlichen Rauhigkeiten
von Blischung und Sohle
Kurzfassung
Auf der Basis des Boussinesq-Ansatzes CWirbelviskositiitskonzept) wird n he-
rungsweise der turbulente AbfluB in offenen Rechteckprofilen behandelt Die
Untersuchung schlieBt auch unterschiedliche Rauhigkeiten an Soble und Ba-
schung mit ein. Es kann nachgewiesen werden, daB die mittleren Sol]l- und
Wandschubspannungen mit gemessenen Daten iibereinstimmen.
Abstract
The turbulent discharge in open rectangular channels is approximately derive on
the basis of the Boussinesq assumption (concept of eddy viscosity). The inve-
stigation includes difference roughness on bottom and slope. It could be proved,
that the mean bottom and slope shearstress correspond to measured data.
1 Einleitung
Schubspannungen stellen an ideellen und realen Grenzflitchen von Festkbrpern,
Flussigkeiten und Gasen die auf die Flitche bezogenen, tangentialen Kontakt-
krb:fte dar, welche von der einen Schnittebene auf die benachbarte iibertragen
werden.
In der Hydromechanik sind tangentiale Randflitchenspannungen Schubspan-
nungen, die von der bewegten Flussigkeit auf die Berandungen, d. h. insbeson-
dere auf Sollle und B6schungen eingetragen werden. Sie sind beim AbfluB in
offenen Gerinnen abhtingig von
- den Geflilleverhiltnissen
- der Windwirkung an der Wasseroberflitche
- den Tiefen und Breiten der Gerinne
- der Form der Gerinne
- der Lage der zu betrachtenden Punkte auf der benetzten Umfangslinie
- den Flie8zustiinden
- der lokalen und zeitlichen Beschleunigungscharakteristik
- den Rauhigkeitsverhaltnissen
- der Dichte und Zlihigkeit der Flussigkeit und schlieBlich
- vom Anteil und Art sowie Verteilung der mitbewegten Stoffe.
5
Die Kenntnis des an den Wandlungen eines Gerinnes angreifenden Schubspan-
nungen ist notwendige Voraussetzung far die Einschatzung der Stabilitat von
Sohle und BOschungen, des Erosionsbeginnes, der Feststofflihrung und von
Ablagerungserscheinungen. Gleichzeitig kann aber die Kenntnis der Schub-
spannungsverteilung auch ein maBgebender Aspekt bei der Bestimmung der
mittleren Geschwindigkeit und damit der Profilabflusse sein.
2 Bisherige Mi glichkeiten zur prognostischen Kennzeichnung
der Randschubspannungen beim AbnuB in offenen Gerinnen
Die erste, auch heute noch unverandert giiltige und maGgebende Grundlage
wurde bereits 1754 von Albert Brahms formuliert. In seinem Buch ,Anfangs-
grunde der Deich- und Wasserbaulamst" schreibt er in Teil 1 auf Seite 105:
,Das GefliHe bei gleichformigen AbfluB in Freispiegelgerinnen wird dadurch
bestimmt, daB die beschleunigende Kraft der Schwere dem verzOgerten Rei-
bungswiderstand des Bettes gleich sein muB".
Bezeichnet man nun mit as den Geftillewinkel, mit I das Gefille, mit RB die
Reibungskraft, mit rm die mittleren Randschubspannungen, mit U die Gesamt-
liinge des benetzten Umfanges, mit p die Dichte des Wassers, mit g die Erdbe-
schleunigung, mit F den FlieBquerschnitt und mit dx ein differentiates L n
genelement in FlieBrichtung, so folgt als analytische Formulierung des von
Brahms ausgesprochenen Sachverhaltes:




fr -P g - I=p·g·I·R (1)
U
Gl. (1) reprasentiert das Ergebnis des Impulsansatzes fur stationiir gleichformi-
ges FlieBen und weist mit R = F/U den sogenannten hydraulischen Radius als
Quotienten von FlieBflache zum Umfang aus.
Fiir ein unendlich breites Gerinne mit der Wassertiefe h folgt aus Gl. (1) fur die
mittleren Sohlenschubspannungen rs=
T.=%,=p·g·I·h (2)
Gl. (1) kann damit (siehe Bild 1) auch so interpretiert werden, als wiirde der
reale ProfilabfluS als Ausschnitt mit der Breite U und der mittleren Wassertiefe
h„,=F/U =Rin einem unendlich breiten Gerinne erfolgen. Mit dieser Lineari-
sierung sind dann die unterschiedlichsten FlieBformeln entwickelt worden, die
meist dann auch die gleichmagige Verteilung der Schubspannung entlang des
benetzten Umfanges voraussetzten.
Hauptsachlich indiziert durch Untersuchungen zur Geschiebebewegung ent-
stand das Problem, die anteiligen Sohlenschubspannungen separat auszuweisen.
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Ausgehend von der Aufgliederung der FlieBflache mit dazugeh6rigen Randbe-
reichen nach spannungsfreien Trennlinien (Geschwindigkeitsorthogonalen) ent-
stand zurtickgehend auf Einstein [2] nachfolgende, auf unterschiedliche Rau-
higkeiten im Querschnitt anwendbare Ahnlichkeitstransformation. Voraus- und
angesetzt werden:
a) Umi = Um
d. h. die mittleren Geschwindigkeiten un, in den Teilquerschnitten,J" sind
ungefthr gleich der mittleren Geschwindigkeit um im gesamten Querschnitt
b) IU=Uges
c) I Fi =Fges
d)Im·Fi=um·Fges=Q














dabei bezeichnet der Index,j" jeweils den Untersuchungsbereich und der Index
„ges" das Gesamte. Die GIn. (4) und (5) beinhalten mit a = 2/3 und  = 0,5 so-





r,1 - .Aiii. r. (4a); (5a)
\
1
wie auch mit C=VE, a = 0,5 und 0 = 0,5 die Beziehungen, die analog zur
Rohrhydraulik aufgebaut sind
1'




Bezogen auf ein Rechteckprofil (siehe Bild lb) mit unterschiedlichen Razihig-
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Bild 1: Darstellung der Ahnlichkeitstransformation am Rechteckprofil
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Die Funktionsausdrticke nach Gl. (6) und (7) stellen die den jeweiligen Ab-
schnitten i zugeordneten Wassertiefen dar, die integriert iiber die ideelle Soh-
lenbreite b+2h wieder die Flidprofilflkhe F=h·B ergeben.
Stellt man die den Seitenwandflachen zugeordneten FlieSflachen nitherungs-
weise beschrieben durch die Wandlinie, durch die Wasseroberflitche und durch
eine Gerade dar, die durch den Eckpunkt geht (siehe Bild lc), so ergibt sich far
den Neigungswinkel y
., -7-1 -I
,= ard„2.hy=.'.air.,f -=,=.[Pif.'.(*7.,fC ) B (C, J B MB j B lM, B
(8)
1-AB h A,2 h1-1 2·c.=ardan2·1-t-t-·-1 =arctan
thi B 11 81 p·g·h·I
Far ci =ch= CB folgt daraus
7=arctan2·(1+2·h/B)-1 =arctan2·R/h (8a)
und fur h/B = 0 (unendlich breites Profit) y =63,4:
Gl. (8) und (8a) zeigen deutlich, daB diese sehr einfache und auch sehr zweck-
maBige Transformation auBer der Einschrankung nach Pkt. a nur so gut sein
kann, wie es eine Ubertragung allein mit den hydraulischen Radius gestattet.
Zur Kontrolle der Ubertragungsm6glichkeit werden die laminaren AbfluBver-





Nach Ill kann der Widerstandsbeiwert fiir das kreisrunde Rollr mit
1=64·-v =16-v =8.3,·1
Um·D u,·R p n:
angegeben werden.
Nach [3,4,5] gilt fiir die gleiche Situation im offenen Rechteckprofil
X=-24 v -8.1._1
KBO+2·h/By R·ni p u2
mit
coshk.0.8 1
384 h - 2.hKa =1-5·- 2




=1-1,255· ·=I. k-'·tanh h
Fiir die Verhaltnisse des unendlich breiten Gerinnes folgt daraus:




und damit ein Ergebnis, das nicht mit dem Resultat von GI. (9) identisch ist. Die
mittlere Geschwindigkeit um fallt unter sonst gleichen Verhaltnissen um 18,35 %
geringer aus, als in einem dem hydraulischen Radius 5:quivalenten Kreisprofil.
Damit kann augentallig nachgewiesen werden, daB mit dem hydraulischen Ra-
dius nur niherungsweise itbertragen werden kann, denn auch die Formulierung
eines Formbeiwertes als Faktor zu Gl. (11) fahrte zu weiteren Diskrepanzen im
Bereich um h/B = 0,5.
3 Neuer Ansatz ziir Erfassiing unterschiedlicher Rauhigkeiten
von Buschungen und Gerinnesohle
Leider ist man auch heute, trotz aller Fortschritte in der Rechentechnik noch
recht weit davon entfernt, die Bewegungsgleichungen der turbulenten FlieBbe-
wegung, selbst fiir die relativ einfachen Bedingungen des stationtr gleichfdrmi-
gen Abflusses in offenen Rechteckprofilen, liisen zu konnen.
Auf der Suche nach einer besseren Naherungslilsung als es die vorstehend be-
schriebene, sicherlich einfache und iibersichtliche Transformation darstellen
kan, wurde folgender Weg beschritten.
Ausgangspunkt far die theoretische Untersuchung war und ist die These, daB
die Aufteilung der Reibungskrafte zwischen Wand- bzw. den B6schungsberei-
chen und der Gerinnesohle vom FlieBzustand unabhiingig ist. Dieser Sachver-






























 Symmetrieachse des Gerinnes
Randschubspannungsverlauf
bei laminaren AbluB
Bild 2: Schubspannungsverteilung bei laminarem und turbulentem AbfluE
Withrend im rechten Teil der Zeichnung die Schubspannungen entsprechend
den exakten Lijsungen [3] bei LaminarabfluB dargestellt sind, wurden im linken
Bildbereich die Verhiltnisse bei stark turbulentem AbfluB skizziert. Infolge der
lokal unterschiedlichen Erzeugung turbulenter Energie zu Lasten der Haupt-
stramung und den damit proportional entstehenden, zusatzlichen turbulenten
Druckgradienten werden Sekundarstr6mungen angeregt, die eine Vergleichs-
maBigung der Geschwindigkeiten im FlieSquerschnitt bewirken. Zwangslaufig
eng mit dieser Erscheinung verbunden sind Ausgleichstendenzen im Rand-
schubspannungsverlauf. Es ist dabei feststellbar, daB die turbulenten Rand-
schubspannungen einen ahnlichen Verlauf besitzen wie die laminaren. Sie sind
jedoch im Eckbereich fulliger und gruppieren sich mit wachsendem Turbulenz-
grad enger um den offenbar mit dem Laminarfall zumindest naherungsweise
ident:ischen Mittelwert.
Zur Erweiterung der bisherigen Untersuchungen [3] auch auf Verhilmisse mit
unterschiedlichen Rauhigkeiten an B6schung und Sohle wird fiir ein Rechteck-
profil angesetzt:
32U 32U
0=p·g.I+8 -+8 -y DY2 & 322
Mit dem Homogenisierungsansatz
U =00 + Ul








ergibt sich daraus die homogene Differentialgleichung
0 i£y.. 21 1 D'U,=£.32 1   ZU,
£* 3yl Dz2 ay* azz
mit den Randbedingungen:
uico.., =










Schubspannungen an der Wasseroberflache
gleich O).
Mit dem Separationsansatz
U, = Y(Y)·Z(Z) (16)
gelingt die Zerlegung der partiellen in zwei gew611nliche Differentialgleichun-
gen. Die kombinierte L6sung ergibt das Ergebnis
Iti =  A* ·cosh-2  -hZ+B, ·sinhkir-X).sinkirz (17)2.8.h J 2.h




sinhk.*.(B-'0 1 Sinhk.'r.yK2 16· h2 - 2.£·h 2·g·h · k.x·zz.h
12 A. SIn- (18)2 k·71·B 2.h ·sinli--
2·e·h
Du
4= 7.1*=0 = e,..321*=0
k·,r·03-y) k·A·v)
sinh I silih '=p·&·h·I· 1-4· I 2. g·h 2·E. hR k=1.3.5... k 2 . sinh k.%.B  2.8.h
Daraus folgt als Mittelwert
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und yo als Rauhigkeitsparameter der Wand
y. = ,-v_ 1 ksi, (2lb)
9·Arwm/p 30
Da beim AbfluB in offenen Gerinnen in der Praxis fast ausschlieBlich hydrau-
lisch rauhes FlieBverhaltenvorliegt, wird dann
'\7mol (2Oa)
mit ks als Kennzeichnung der Sandrauhigkeit nach Nikuradse.
Die Ergebnisse von Gl. (19) und (20a) sind in Bild 3 dargestellt und in Bild 4
mit den MeBwerten von Kriiger [7] verglichen worden. Die ersichtliche, gute
Ubereinstimmung zeigt die Signifikanz der theoretischen Ansitze.
Insgesamt kann die mittlere Sohlenschubspannung *m iiber die vorstehenden
Darlegungen hinausgehend folgendermaBen eingeschatzt werden:
TBI=Kp#KLB #KZB Kw, ·P·g·h·Is . (21)
Dabei beschreibt Kp den Form- und Raubigkeitsbeiwert. Fur ein beliebig ge-





Der Faktor KLB kennzeichnet den EinfluB der lokalen Beschleunigung (Stau-
und Senkungslinien).
f I, uiKin -1+--'LF_.1.-. (23)
IS Is g·h
(untere Vorzeichen fur Staukurve; Verz6gerung)
Es werden bezeichnet mit
Is...das Sohlengefalle,
Il...das Wasserspiegelgefime, bezogen auf die Gerinnesohle.
Der Faktor KzB beschreibt den zeitlich instationb:ren Zusammenhang in Abhan-
gigkeit von der Beschleunigung du/dt
13
ks,g 1 duKa=lic·-·-·- (24)0' g dt
(Vorzeichen plus - Beschleunigung, Vorzeichen minus - Verzagerung).




fur Windgeschwindigkeiten Wi0215 m/s. Dabei gilt das positive Vorzeichen far

































































0.2 0,4 0.6 0,8 rel,0
relative Sollenschubspannungen pg.jh
Bild 3: Sohlschubspannungen in Abhangig-
keit vom Hdhen- Breiten- Verhintnis
und vom Verhaltnis der Rauhigkeiten
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TBm
p·g-J-h
Bild 4: Vergleich von theoretischen Er-
gebnissen mit den MeBwerten
von Kriger




Mit dem Ansatz der mittleren Sohlenschubspannung %m lassen sich gute Er-
gebnisse fur den turbulenten ProfilabfluB bzw. fiir die mittlere Geschwindigkeit
Um in offenen Rechteckprofilen erzielen.
Nach [3] ergibt sich:
u. =11 .2,3.11,4_.h-2,43 (26), p 0,44 l Ze
(zo siehe Gl. (2la)) bzw.
1
- 1.85.lg ks.  1 I 3,33·v 11 u. I (27)./I [10,6·h k,· ./P-J]= FT--
Y P
Fiir den hydraulisch rauhen Bereich folgt daraus
  --1,85·lgjh-+1,9-1,85·]g k 11,9R·(1+2·h/B)
SS
Die Gl. (27) wurde in den Bildern 5 und 6 mit MeBwerten nach [3] verglichen.





Bild 5: Widerstandsbeiwerte fiir den hydrau-
lisch glatten Bereich
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g Ings- ] Erdbeschleunigung
h [m] Wassertiefe
hm [m] mittlere Wassertiefe
k [l] Eigenwerte
ks [m] aquivalente Sandrauhigkeit
*B Im] aquivalente Sandrauhigkeit der Sohle
tew [m] aquivalente Sandrauhigkeit des Wandbereiches
m [1] Baschungsneigung
t Is] Zeitkoordinate
u [m·sd] Geschwindigkeit in x- Richtung
Um [m·s-11 mittlere Geschwindigkeit in x- Richtung
x,y,z [In] Koordinaten
Yo [m] Rauhigkeitsparameter der Wand




C [mi'l Beiwert der allgemeinen FlieBformel
Dk [l] Integrationskonstante
F [m'] Flache des FlieBquerschnittes
I [1] Gefdlle des stationar gleichf rmigen Abflusses
Is [l] Sollgefile
I.* Il] Wasserspiegelgefalle bezogen auf die Gerinnesohle
KB [11 Beiwert des Profilabflusses
KF [l] Formbeiwert
KLB Ill Beiwert der lokalen Beschleunigung
Ka Ill Beiwert der zeitbezogenen Beschlennigung
Kwl [l] Beiwert zur Berticksichtigung des Einflusses des Windes
M [m /s] Manning- Strickler- Beiwert
R [m] hydraulischer Radius
Re [l] Re>moldszahl
U [m] benetzter Umfang
Wto [m/s] Windgeschwindigkeit bezogen auf 10 m H8he uber der Wasserflache
a [1] Potenz der allgemeinen FlieBformel
as I') Neigungswinkelder Gerinnesohle
13 [1] Potenz der allgemeinen FlieBfor:mel
7 [„] Begrenzungswinkel fik die der Wand zugewandten FlieBflitche
4 [kg·mi·s ] Wirbelviskositatin y- Richtung
4 [kg·m- ·s-'] Wirbelviskositatin z- Richtung
E [1] = &/Ez
16
A [l] Widerstandsbeiwert
v [m2·s-'] kinematische Viskositat
p [kg·mj] Dichte des Wassers
T [N·m-2] SohIschubspannungen
TBm [N·m-2] mittlere Sohlschubspannungen
rwi [N·m-21 Windschubspannungen
Twm [N·m-21 mittlere Wandschubspannungen
6 [N·m4] Schubspannungen in einer Ebene senkrecht zur x- Achse in z- Richtung
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